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Взвешенная вершинная раскраска



Вершинная раскраска графов

Определение
Вершинной раскраской графа G = (V,E) называется функция
c : V −→ N, такая, что c(u) ̸= c(v) для любых двух смежных вершин u и
v в G. Элементы множества

∪
v∈V

{c(v)} называются цветами.

Наименьшее количество цветов в раскрасках вершин графа G
обозначается через χ(G) и называется хроматическим числом графа
G.
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Вершинная раскраска графов

Определение
Задача о вершинной раскраске (кратко, задача ВР) для заданного
графа состоит в вычислении его хроматического числа.
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Взвешенный граф

Определение
Для данного графа G = (V,E) и функции w : V −→ N пара (G,w)

называется взвешенным графом.

1 2 4

3 2
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Взвешенная вершинная раскраска графов

Определение
Для взвешенного графа (G,w) задача о взвешенной вершинной
раскраске (кратко, задача ВВР) состоит в нахождении минимального
числа k, обозначаемого через χw(G), такого, что существует функция
c : V −→ 2{1,2,...,k}, где |c(v)| = w(v) для любой v ∈ V и c(v1) ∩ c(v2) = ∅
для любого v1v2 ∈ E.

Число χw(G) называется взвешенным хроматическим числом
взвешенного графа (G,w).
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Взаимосвязь задач ВР и ВВР

Задача ВВР обобщает задачу ВР, поскольку χ(G) = χI(G), где I задает вес
каждой вершины, равный 1.

Задача ВВР — «замыкание» задачи ВР
Расширение: Некоторые важные алгоритмические приемы работают
путем перехода от невзвешенных графов к их собственным подграфам,
но с весами вершин.

Поэтому задачу ВР необходимо «замкнуть», т.е. рассматривать веса
вершин.
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Значение задач ВР и ВВР

Задача ВР и ВВР — формализация прикладных задач на математическом
языке

• Приложения задачи ВР: Теория расписаний, складская логистика и
т.д. [Christofides1975]

• Приложения задачи ВBР: Задача распределения радиочастот при
организации беспроводной связи и задача планирования литья
деталей на машине пакетной обработки с учетом совместимости
заданий. [Mishra2005], [Gavranovich2000]
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Замечания о сложности задач ВР и ВВР

Определение 1
Алгоритм для решения подзадачи задачи ВВР называется
полиномиальным, если время его работы ограничено сверху
некоторым полиномом от длины входной информации (=суммы
верхних целых частей логарифмов весов вершин+1) входного
взвешенного графа.

Определение 2
Алгоритм для решения подзадачи задачи ВВР называется
псевдополиномиальным, если время его работы ограничено сверху
некоторым полиномом от количества вершин и от максимального веса
вершин входного взвешенного графа.

Замечание 1
Любой псевдополиномиальный алгоритм решения подзадачи задачи
ВВР будет полиномиальным для данной подзадачи задачи ВР.
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Замечание 2
Задача ВР является NP-трудной, т.е. к ней полиномиально сводится
любая задача класса NP.

Задача ВВР является NP-трудной в сильном смысле, т.е. к ней
полиномиально сводится любая задача класса NP в случае, когда все
веса ограничены полиномом от числа вершин (в частности, когда все
веса единичные).

Замечание 3
Для решения задачи ВР не существует полиномиальных алгоритмов,
иначе P=NP.

Для решения задачи ВВР не существует псевдополиномиальных
алгоритмов, иначе P=NP.
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Наследственный класс графов

Определение
Класс обыкновенных графов называется наследственным, если он
замкнут относительно операции удаления вершин.

Любой наследственный (и только наследственный) класс графов X
может быть задан множеством своих запрещенных порожденных
подграфов S .

Принята запись X = Free(S) и графы из класса X называются
S-свободными.

Примеры
Леса={C3,C4,C5, . . .}-свободные графы (определение).

Двудольные графы={C3,C5,C7 . . .}-свободные графы (теорема Кенига).

Дизъюнктные объединения полных графов={P3}-свободные графы
(свойство).
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Распространенный подход к построению полиномиальных алгоритмов
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Методы редукции графов



Методы редукции графов

Некоторые примеры методов редукции графов:

• Модульное разложение
• Разложение посредством разделяющих клик
• Элиминация вершин с независимой анти-окрестностью
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Модульное разложение

Определение
Множество M ⊆ V называется модулем в графе G = (V,E), если для
любой x ∈ V \ M вершина x либо смежна со всеми вершинами M, либо
несмежна ни с одной из них.

Если 1 < |M| < |V|, то M называется нетривиальным.

Утверждение
Задача ВВР для любого наследственного класса полиномиально
сводится к той же задаче для графов из того же класса, не содержащих
нетривиальных модулей.
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Разложение посредством разделяющих клик

Определение
Клика — это подмножество попарно смежных вершин.

Определение
Разделяющая клика — это клика в графе, удаление которой приводит к
увеличению количества компонент связности.

Утверждение
Задача ВВР для любого наследственного класса полиномиально
сводится к той же задаче для графов из того же класса, не содержащих
разделяющих клик.

14



Элиминация вершин с независимой анти-окрестностью

Определение
Анти-окрестностью N(v) вершины v называется множество вершин,
с ней не смежных (не включая ее саму).

v

Результат 1
Задача ВВР для любого наследственного класса полиномиально
сводится к той же задаче для графов из того же класса, не содержащих
вершин с независимой анти-окрестностью.
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Классы эффективной разрешимости
задачи ВВР



Классы эффективной разрешимости задачи ВВР

Некоторые примеры наследственных классов графов с эффективной
разрешимостью задачи ВВР.

• Совершенные графы и их значение
• O3-свободные графы и их значение
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Совершенные графы и их значение

Определение
Количество вершин в клике наибольшего размера в графе G
обозначается через ω(G) и называется кликовым числом графа G.
Очевидно, что χ(G) ≥ ω(G).

Определение
Граф называется совершенным, если кликовое и хроматическое числа
равны для него и любого его порожденного подграфа.

Граф, не являющийся совершенным C5:
χ(C5) = 3, но ω(C5) = 2.
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Утверждение [Chudnovsky2006]
Класс совершенных графов совпадает с Free({C5,C5,C7,C7, . . .}).

Утверждение [Cornuejols2003]
Принадлежность графа классу совершенных графов распознается за
полиномиальное время от числа его вершин.

Утверждение [Grötschel1984]
Задача ВВР полиномиально разрешима в классе совершенных графов.
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O3-свободные графы и их значение

O3-свободный граф.

Результат 2
Задача ВВР для любого O3-свободного графа (G = (V,E),w)

разрешима за время O((
∑
v∈V

w(v))3).
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Сложность задач ВР и ВВР для
наследственных классов,
определяемых порожденными
запретами небольшого размера



Сложность задач ВР и ВВР для наследственных классов, определяемых
порожденными запретами небольшого размера

1. Обзор известных результатов
2. Результаты автора доклада
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Обзор известных результатов

Факт 1 [Kral2001]
Задача ВР полиномиально разрешима для класса Free({H}), если H —
порожденный подграф графа P4 или графа P3 + K1, иначе она
является NP-трудной в данном классе.

Факт 2 [Lozin2017]
Известен сложностной статус задачи ВР для всех наследственных
классов, определяемых порожденными запретами на не более чем 4
вершинах каждый, кроме четырех:

Free({K1,3,O4}),Free({K1,3,K2 + O2,O4}),

Free({C4,O4}),Free({K1,3,K2 + O2}).

Известно, что задача ВР для {K1,3,K2 + O2}-свободных графов
полиномиально сводится к той же задаче для графов из класса
Free({K1,3,K2 + O2,O4}).
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Факт 3
Усилиями нескольких авторов [Hoang2015], [Karthick2017],
[Malyshev2014/21] количество пар связных 5-вершинных
запрещенных порожденных фрагментов с открытым сложностным
статусом задачи ВР было уменьшено до трех:

{P5,H}, где H ∈ {K2,3,K+
2,3,W4, K5 − e , P3 + P2 }.
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Результаты автора доклада

Вклад автора в уменьшение количества «белых пятен» до трех:

Результат 3
Для любого фиксированного p задача ВР полиномиально разрешима для
{P5,Kp − e}-свободных графов.

Задача ВВР разрешима за псевдополиномиальное время для графов из класса
Free({P5,P3 + P2}).
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Результаты автора доклада

Рассмотрение всех трех попарных пересечений оставшихся трех «белых пятен»:

Факт 4 [Gribanov2020]
Задача ВВР разрешима за псевдополиномиальное время для графов из класса
Free({P5,K2,3,W4}).

Результат 4
Задача ВВР разрешима за псевдополиномиальное время для графов из класса
Free({P5,K2,3,K+

2,3}).

Результат 5
Задача ВВР разрешима за псевдополиномиальное время для графов из класса
Free({P5,K+

2,3,W4}).
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СПАСИБО ЗА ВНИМАНИЕ!
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