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Индекс Хосойи и его значение

Определение
Паросочетанием графа называется любое множество попарно не
смежных его ребер.

Замечание
Пустое множество рёбер является паросочетанием.

Определение
Индекс Хосойи графа G определяется как количество его паросочетаний
и обозначается через z(G).
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Графы S3 и P3 соответственно.

Паросочетания в S3: ∅, {e1}, {e2}, {e3}.
Парасочетания в P3: ∅, {e1}, {e2}, {e3}, {e1, e3}.

z(S3) = 4, z(P4) = 5
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Определение
Обыкновенный связный граф с n вершинами и n+ k ребрами
называется (n, n+ k)-графом.

Например, дерево есть (n, n− 1)-граф.

Определение
Максимальным (n, n+ k)-графом будем называть граф, имеющий
наибольший индекс Хосойи среди всех (n, n+ k)-графов.
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Индекс Хосойи был введён в работе
Hosoya H. Topological index. A newly proposed quantity characterizing the
topological nature of structural isomers of saturated hydrocarbons. Bulletin of
the Chemical Society of Japan. 1971. Vol. 44. P. 2332–2339.
В ней так же было показано, что его значения связаны с некоторыми
физико-химическими свойствами (в частности, с точками кипения)
алканов. Поскольку индекс Хосойи определяет некоторые
"энергии"химических соединений, то интересна задача по выявлению
графов с максимальным значением индекса Хосойи среди графов
заданного размера.
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Известные результаты

Теорема(Gutman, 1977)
Единственным максимальным (n, n− 1)-графом является Pn.

Теорема(Ou, 2009)
Единственным максимальным (n, n)-графом является Cn.
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Теорема(Liu, Zhuang, Liang, 2015)
Единственными максимальными (n, n+ 1) и (n, n+ 2)-графами
являются графы изображённые на рисунках ниже.

Максимальный (n, n+ 1)-граф.

Максимальный (n, n+ 2)-граф.
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Стяжки

Для поиска максимальных (n, n+ k)-графов без висячих вершин удобно
использовать стяжки.

Определение

Псевдограф G′ называется стяжкой обыкновенного графа G, если G

получается подразбиениями ребер G′ и G′ содержит минимальное
количество вершин.

Всевозможные стяжки (n, n+ 1)-графов без висячих вершин.
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Всевозможные стяжки (n, n+ 2)-графов без висячих вершин.

Не трудно доказать, что для любого k ≥ 0 каждый максимальный
(n, n+ k)-граф не содержит вершин степени 1.
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Понятие отделяющего множества

Пусть G — некоторый граф, а H — его порожденный подграф.

Определение
Любое подмножество S ⊆ V (H) такое, что никакая вершина из
V (G) \ V (H) не смежна ни с какой вершиной из V (H) \ S, назовем
H-отделяющим.

Пусть S — некоторое H-отделяющее множество. Через GS обозначим
результат удаления из G всех элементов множества V (H) \ S.
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Метод отделяющих множеств

Пусть A,B ⊆ V (G) и A ∩B = ∅. Через z(G,A,B) обозначается
количество паросочетаний графа G, покрывающих все вершины из A и не
покрывающих ни одной вершины из B.

Лемма(о разложении индекса Хосойи)
Справедливо равенство

z(G) =
∑

S′⊆S

z(GS , S
′, S \ S′) · z(H \ S′).
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О вершинах степени 1

Преобразование 1. degG(v) ≥ 3

Доказательство: S = {u, v}, H1 = (u, v = va, va−1, . . . v2, v1),
H2 = (v = va, va−1 . . . , v2, v1, u). Очевидно, что z(H1 \ v) < z(H2 \ v). �

Следствие
Если k ≥ 0, то максимальный (n, n+ k)-граф не содержит вершин
степени 1.
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Преобразование крайнего цикла

Преобразование 2.degG(v1) ≥ 4

Доказательство: S = {u, v1}, H1и H2 порождаются вершинами
u, v1, . . . , va. Очевидно, что z(H1 \ v1) < z(H2 \ v1). �
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Другие настройки циклов

Преобразование 3.

Доказательство: S = {v1, va}, H1и H2 порождённые вершинами
v1, . . . , va+b циклы. Очевидно, что z(H1 \ {v1, va}) < z(H2 \ {v1, va}). �
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Некоторые другие используемые преобразования
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