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Обозначения

[𝑛] := {1, 2, . . . , 𝑛}

ℱ ⊂
(︀[𝑛]

𝑘

)︀
= {𝐹 ⊂ [𝑛] : |𝐹 | = 𝑘}.

ℱ пересекающееся, если для любых 𝐹, 𝐹 ′ ∈ ℱ : 𝐹 ∩ 𝐹 ′ ̸= ∅
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Известные результаты

Какой максимальный размер пересекающегося семейства?

Теорема (Эрдёш–Ко–Радо, 1961)

Пусть 𝑛 > 2𝑘 и ℱ ⊂
(︀[𝑛]

𝑘

)︀
пересекающееся. Тогда

|ℱ| 6
(︃

𝑛 − 1
𝑘 − 1

)︃
.

Пример: ℱ = {𝐹 ∈
(︀[𝑛]

𝑘

)︀
: 1 ∈ 𝐹}

Теорема (Хилтон–Милнер, 1967)

Пусть 𝑛 > 2𝑘 и ℱ ⊂
(︀[𝑛]

𝑘

)︀
пересекающееся и не подмножество звезды. Тогда

|ℱ| 6
(︃

𝑛 − 1
𝑘 − 1

)︃
−
(︃

𝑛 − 𝑘 − 1
𝑘 − 1

)︃
+ 1 6 𝑘

(︃
𝑛 − 2
𝑘 − 2

)︃
.
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Гипотеза Эрдёша о паросочетаниях

Гипотеза Эрдёша о паросочетаниях, 1965

Пусть 𝑛 > 𝑠𝑘 и ℱ ⊂
(︀[𝑛]

𝑘

)︀
не содержит 𝑠 попарно не пересекающихся множеств. Тогда

|ℱ| 6 max
{︀
|𝒜|, |ℬ|

}︀
,

где

𝒜 :=
{︃

𝐴 ∈
(︃

[𝑛]
𝑘

)︃
: 𝐴 ∩ [𝑠 − 1] ̸= ∅

}︃
, ℬ :=

(︃
[𝑠𝑘 − 1]

𝑘

)︃
.

Франкл, 2013: Верна для 𝑛 > 2𝑠𝑘.
Франкл, Купавский, 2018: Верна для 𝑛 > 5

3𝑠𝑘 и 𝑠 > 𝑠0.

Предыдущие результаты: Эрдёш и Галлай (1959); Эрдёш (1965); Боллобаш, Дайкин и
Эрдёш (1976); Франкл и Фюреди (1987); Хуан, Ло и Судаков (2012); Лючак и Мичковска
(2014), Франкл (2017).
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Концентрация

Обозначим ℱ(𝐹 ) := {𝐻 ∈
(︀[𝑛]

𝑘

)︀
: 𝐻 ∩ 𝐹 = ∅}.

Пусть ℱ ⊂
(︀[𝑛]

𝑘

)︀
, 𝛼 := |ℱ|/

(︀𝑛
𝑘

)︀
и 𝐹 распределено равномерно на

(︀[𝑛]
𝑘

)︀
. Тогда

Eℱ(𝐹 ) = 𝛼
(︀𝑛−𝑘

𝑘

)︀
Теорема (Киселёв–Купавский–Франкл, 2021)

P
(︃

|ℱ(𝐹 )| < (𝛼 − 𝜀)
(︃

𝑛 − 𝑘

𝑘

)︃)︃
6 𝐶 ′ exp(−𝐶 ′′𝜀2𝑛/𝑘)

Теорема (Киселёв–Купавский–Франкл, 2021)

Пусть 𝑛 > 50𝑘 ln 𝑘, 𝑘 > 50 и ℱ ⊂
(︀[𝑛]

𝑘

)︀
пересекающееся. Тогда

|{𝐹 ∖ 𝐹 ′ : 𝐹, 𝐹 ′ ∈ ℱ}| 6
𝑘−1∑︁
𝑖=0

(︃
𝑛 − 1

𝑖

)︃
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Доказательство слабой оценки

Рассмотрим кнезеровский граф 𝐾𝐺𝑛,𝑘: вершины соответствуют 𝑘-множествам из
(︀[𝑛]

𝑘

)︀
и соединены ребром, если не пересекаются.

Собственные значения 𝐾𝐺𝑛,𝑘 равны (−1)𝑖
(︀𝑛−𝑘−𝑖

𝑘−𝑖

)︀
, 𝑖 = 0, . . . , 𝑘. В частности, 𝐾𝐺𝑛,𝑘 —

спектральный
(︁(︀𝑛

𝑘

)︀
,
(︀𝑛−𝑘

𝑘

)︀
, 𝑘/(𝑛 − 𝑘)

)︁
-экспандер.

Обозначим 𝒜𝜀 := {𝐹 : |ℱ(𝐹 )| < (𝛼 − 𝜀)
(︀𝑛−𝑘

𝑘

)︀
}. Тогда 𝑒(𝒜𝜀, ℱ) < |𝒜𝜀|(𝛼 − 𝜀)

(︀𝑛−𝑘
𝑘

)︀
.

Expander mixing lemma: 𝑒(𝒜𝜀, ℱ) > |𝒜𝜀|𝛼
(︀𝑛−𝑘

𝑘

)︀
−
(︀𝑛−𝑘−1

𝑘−1
)︀√︀

|𝒜𝜀||ℱ|.

Тогда |𝒜𝜀| 6 𝜀2 𝑘2

(𝑛−𝑘)2 𝛼
(︀𝑛

𝑘

)︀
.
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Доказательство слабой оценки

Рассмотрим кнезеровский граф 𝐾𝐺𝑛,𝑘: вершины соответствуют 𝑘-множествам из
(︀[𝑛]

𝑘
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Концентрация для паросочетаний

Пусть ℱ ⊂
(︀[𝑛]

𝑘

)︀
, 𝛼 := |ℱ|/

(︀𝑛
𝑘

)︀
, 𝑡 := ⌊𝑛/𝑘⌋ и ℳ = (𝑀1, . . . , 𝑀𝑡) распределено равномерно

на множестве всех 𝑡-сочетаний. Тогда E|ℳ ∩ ℱ| = 𝛼𝑡.

Теорема (Купавский 2018, Киселёв–Купавский, 2020)

P(
⃒⃒
|ℳ ∩ ℱ| − 𝛼𝑡

⃒⃒
> 𝜀𝛼𝑡) 6 𝐶 ′ exp(−𝐶 ′′𝜀2𝛼𝑡)
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Доказательство концентрации для дополнений

Пусть (𝐻, 𝑀1, . . . , 𝑀𝑡−1) распределено равномерно на множестве всех сочетаний.

Обозначим ℳ′ := (𝑀1, . . . , 𝑀𝑡−1) и 𝛼𝐻 := |ℱ(𝐻)|/
(︀𝑛−𝑘

𝑘

)︀
. Тогда

P(|ℱ ∩ ℳ′| < (𝛼 − 𝜀)(𝑡 − 1)) 6 exp(−𝜀2𝛼𝑡)

С другой стороны, |ℱ ∩ ℳ′| = |ℱ(𝐻) ∩ ℳ′| и

P(|ℱ(𝐻) ∩ ℳ′| > (𝛼𝐻 + 𝜀)(𝑡 − 1)) 6 exp(−𝜀2
𝐻𝛼𝑡)

Тогда
P(|(𝛼𝐻 + 𝜀)(𝑡 − 1) < (𝛼 − 𝜀)(𝑡 − 1)) 6 2 exp(−𝜀2𝛼𝑡)
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Доказательство концентрации для паросочетаний

Пусть ℱ ⊂
(︀[𝑛]

𝑘

)︀
, 𝛼 := |ℱ|/

(︀𝑛
𝑘

)︀
, 𝑡 := ⌊𝑛/𝑘⌋ и ℳ = (𝑀1, . . . , 𝑀𝑡) распределено равномерно

на множестве всех 𝑡-сочетаний. Тогда E|ℳ ∩ ℱ| = 𝛼𝑡.

Положим 𝜂 := |ℳ ∩ ℱ|, 𝜂𝑖 := 𝐼(𝑀𝑖 ∈ ℱ). Тогда 𝜂 = 𝜂1 + . . . + 𝜂𝑡. Определим мартингал
𝑋0, . . . , 𝑋𝑡, где 𝑋𝑖 = E(𝜂 | 𝜂1, . . . , 𝜂𝑖). Заметим, что 𝑋0 = 𝛼𝑡, 𝑋𝑡 = 𝜂.

Предположим, что |𝑋𝑖 − 𝑋𝑖−1| 6 2. Тогда можем применить

Неравенство Азумы-Хёфдинга (1963, 1967)
Если 𝑋0, . . . , 𝑋𝑡 мартингал и |𝑋𝑖 − 𝑋𝑖−1| 6 2 для всех 1 6 𝑖 6 𝑡, то

P
[︀
|𝑋𝑡 − 𝑋0| > 2𝛽

√
𝑡
]︀
6 2 exp(−𝛽2/2).
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Доказательство |𝑋𝑖 − 𝑋𝑖−1| 6 2

Определили мартингал 𝑋0, . . . , 𝑋𝑡, где 𝑋𝑖 = E(𝜂 | 𝜂1, . . . , 𝜂𝑖). Для него 𝑋0 = 𝛼𝑡, 𝑋𝑡 = 𝜂.

Для удобства, определим 𝑌𝑖 = E(𝜂𝑡 | 𝜂1, . . . , 𝜂𝑖). Тогда 𝑋𝑖 = 𝜂1 + . . . + 𝜂𝑖 + (𝑡 − 𝑖)𝑌𝑖 и
нужно доказать |𝑌𝑖+1 − 𝑌𝑖| 6 1

𝑡−𝑖−1 .

𝑌0 = E𝜂𝑡 = 𝛼 — плотность ℱ .
𝑌1 = E(𝜂𝑡 | 𝜂1) — случайная величина с двумя значениями:

E(𝜂𝑡 | 𝜂1 = 1) = P(𝜂1 = 1, 𝜂𝑡 = 1)
P(𝜂1 = 1) = 2𝑒(ℱ)

𝛼
,

E(𝜂𝑡 | 𝜂1 = 0) = 𝛼 − 2𝑒(ℱ)
1 − 𝛼

.

Алон–Чанг: |2𝑒(ℱ) − 𝛼2| 6 𝑘
𝑛−𝑘 𝛼(1 − 𝛼).
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