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Хроматические числа

Хроматическое число графа

χ(G ) = min{k : V = V1 t · · · t Vk , v ,w ∈ Vi ⇒ v � w}

Хроматическое число плоскости

χ(R2) = min{k : R2 = V1 t · · · t Vk , x , y ∈ Vi ⇒ |x − y | 6= 1}

Райгородский А. М. Хроматические числа //М.: МЦНМО. – 2003.
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Оценки снизу для хроматического числа плоскости

Дистанционный граф на плоскости

G = (V ,E ) : V ⊆ R2,E ⊆ {{x , y} : |x − y | = a}, a > 0
Тогда χ(R)2 ≥ χ(G ).
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Оценка снизу для хроматического числа плоскости

Обри ди Грей, апрель 2018 г.

Теорема: χ(R2) ≥ 5. Доказательство основано на компьютерном переборе
раскрасок графа на 1581 вершине.

Число вершин может быть уменьшено до 517 (M. Heule, 2019).
Число вершин может быть уменьшено до 509 (Ян Партс, 2020).
Перебор может быть записан полностью в тексте объемом 10 страниц (Ян Партс,
2021).
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Алгоритм

Построение множества вершин
Пусть L — 4-хроматический жесткий UDG, и вложение L в C таково, что концами
некоторого ребра (u, v) ∈ E (L) являются точки u = 0 и v = 1.
Рассмотрим множество

D(L) = {(u − v)±1, | (u, v) ∈ E (L)}

и конечно порожденную группу, состоящую из произведений элементов D(L)

g(L) = 〈D(L)〉.

Выберем некоторый минимальный набор порождающих

Φ(L) = {φ0, . . . , φp}, 〈W 〉 = g(L).

Здесь φ0 — элемент конечного порядка, φk0 = 1.
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Алгоритм, продолжение

Построение множества вершин
Определим подмножество, состоящее из элементов группы, при помощи
ограничений на степени порождающих:

M1 = M1(G0; t) = {0} ∪
{
φα0
0 φ

α1
1 . . . φ

αp
p

}
;

0 ≤ α0 ≤ k − 1; −t ≤ αi ≤ t; 0 ≤ αp+1 ≤ 1.

Далее, пусть

Ms = Ms−1 + M1,

и под суммой множеств здесь мы понимаем сумму Минковского.
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Алгоритм, продолжение

Построение множества вершин. Поворот
Последний шаг построения множества вершин выглядит следующим образом:

W = Ms ∪ ψMs ,

где комплексное число ψ ∈ C, |ψ| = 1, определяющее поворот, выбирается таким
образом, чтобы UDG, построенный на множестве вершин W содержал ребра,
соединяющие Ms и ψMs(0). Перебирая конечное множество значений φ, при
надлежащем выборе исходного графа L и остальных параметров мы можем
обнаружить 5-хроматический UDG.
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Новые примеры графов

Пусть L = L10,2. Выберем образующие

φ0 =
1

4
((
√

6 +
√

2) + (
√

6−
√

2)i), φ240 = 1,

φ1 =

√
3

3
+ i

√
6

3

Mножество M1(L10,2) состоит из 73 векторов, а M3 содержит 32257 векторов.
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Новые примеры графов. Результаты

# Imψ (z ,w) New edges
1 0.12388487... 2, 1 + φ50 240
2 0.11455695... 2, 1 + φ0 240
3 0.00903168... 2, 1 + φ70 240
4 0.08275438... 2, φ1(1 + φ70) 144
5 0.03231741... 2, φ1(1 + φ50) 144
6 0.02292606... 2, φ1(1 + φ0) 144
7 0.05508155... 2, φ−11 (1 + φ0) 144
8 0.04569855... 2, φ−11 (1 + φ50) 144
9 0.01007415... 2, φ−11 (1 + φ70) 144

10 0.01823725... 2, 2 120
11 0.08672634... z11,w11 120
12 0.127029173... z12,w12 48
13 0.003012285... 2,w13 48
14 0.0986092... z14,w14 24

Таблица: 5-хроматические графы
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Алгебраические расширения Q и дистанционные графы

Вложение дистанционного графа в R2

Рассмотрим любое вложение G в R2, при котором найдутся две вершины с
рациональными координатами. Пусть, например, u ∼ v и u = (0, 0), v = (1, 0).
Пусть координаты остальных вершин определены с точностью до выбора из
конечного множества. Это будет выполнено, если граф G является жестким (rigid
graph) — тогда соответствующая система алгебраических уравнений имеет
конечное число решений.

Минимальное расширение

Пусть K (G ) = Q(α1, . . . , αk) — минимальное по включению алгебраическое
расширение Q, содержащее все координаты вершин G .
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Алгебраические расширения, продолжение

Лемма
Минимальное расширение K (G ) не зависит от выбора пары вершин u, v .

Доказательство

Пусть u, v , u1, v1 ∈ V (G ), |u − v | = |u1 − v1|. Тогда коэффициенты линейного
преобразования φ : R2 → R2, φ(u) = u1, φ(v) = v1, принадлежат тому же полю K .
Это же верно и для обратного преобразования.
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Алгебраические расширения, примеры

Примеры

1 Веретено Мозера и граф Голомба: K (G ) = Q(
√

3,
√

11);
2 de Grey: K (G ) = Q(

√
3,
√

5,
√

7,
√

11);
3 M. Heule: K (G ) = Q(

√
3,
√

5,
√

11);
4 G. Exoo, D. Ismailescu: K (G ) = Q(

√
3,
√

11,
√

247).

Вопрос

Верно ли, что χ(Q(
√

3,
√

11)2) = 4? (Известна раскраска в 5 цветов.)
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Раскраски колец 1

Кольцо, порождаемое ребрами графа
Рассмотрим вложения графов в C. Пусть концы некоторого ребра находятся в
точках 0, 1. Тогда

R(G ) = Q[e1, e2, . . . , em], ek ∈ {u − v | (u, v) ∈ E (G )}.

Пример: веретено Мозера

R(G7) = Z [ω, ω3, ω3] = Z

[
ω,

1 + i
√

11

2
,

1

3

]
;

ω =
1 + i

√
3

2
, ω3 =

5 + i
√

11

2
.

1Polymath16 wiki: Algebraic formulation of Hadwiger-Nelson problem
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Раскраски колец, 2

Раскраска, определяемая гомоморфизмом колец

R(G7) = Z

[
ω,

1 + i
√

11

2
,

1

3

]
= Z

[
ω,

1 +
√

33

2
,

1

3

]
;

ϕ : Z

[
ω,

1 +
√

33

2
,

1

3

]
→ Z4[ω],

ϕ

(
1 +
√

33

2

)
= 1, ϕ

(
1

3

)
= 3.

Линейная раскраска

Пусть кольцо Z4[ω] раскрашено по правилу c(a + bω) = a− b, и c(ϕ−1(z)) = c(z).
Нетрудно проверить, что цвет элементов с единичной нормой отличается от цвета
0.
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Раскраски колец, 3

Кольцо, порожденное L10,2

R(L10,2) = Z
[
ζ24,

1

3

]
,

где ζ24 — примитивный корень 24-й степени из 1.

Существует 4-раскраска R(L10,2), определяемая гомоморфизмом в конечное
кольцо:

ϕ : Z
[
ζ24,

1

3

]
→ Z4 [ζ24] .

4-раскраска транзитивного графа на 216 вершинах, степень каждой вершины
равна 384;
раскраска не является линейной.
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Раскраски колец, 4

Ограничения на раскраску кольца

Существует граф на 11213 вершинах из R(L10,2), любая 4-раскраска которого
удовлетворяет условиям:

точки 1 и −1 раскрашены одинаково;

точки 0 и
√
3
3 имеют разный цвет.

Теорема

Пусть кольцо Z[ζ24] раскрашено в 4 цвета так, что

|z − w | = 3 =⇒ c(z) 6= c(w).

Тогда
|z − w | = 6 =⇒ c(z) = c(w).
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Упрощенное доказательство (M. Heule)

Для доказательства 2-периодичности раскраски достаточно рассмотреть граф на
751 вершине.

Dergachev E.A. Раскраски подмножеств точек плоскости 18 / 23



Важное наблюдение
Примеры 5-хроматических графов получены из колец, правильная 4-раскраска
которых определена “почти однозначно”.
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Оценка хроматического числа графа

Раскраска графа с помощью SAT-решателя (Glucose1, Kissat и др.)

Задача раскраски графа G = (V,E) в n цветов эквивалентна задаче выполнимости
булевой функции в коньюнктивной нормальной форме:
F (G , n) =

∧
v∈V

(
c1v ∨ · · · ∨ cnv

)
∧

∧
v∈V, i<j≤n

(
¯
c iv ∨

¯
c jv
)
∧

∧
(v ,w)∈E, i≤n

(
c̄ iv ∨ c̄ iw

)
, где литералу c iv

соответствует раскраска вершины v в цвет i .

Вычислительная трудоемкость
Проверка отсутствия 4-раскраски занимает до от нескольких секунд до 30 минут
на 1 ядре CPU с частотой 4 GHz. SAT-решатели могут использовать ресурсы
кластера или программы распределеннх вычислений, но не задействуют мощности
GPU.

1https://www.labri.fr/perso/lsimon/glucose/
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Вопросы

Существует ли алгебраическое расширение вида K = Q(
√
p1,
√
p2), p1, p2

простые, для которого χ(K 2) ≥ 5?
Существует ли алгебраическое расширение, не содержащее

√
3, квадрат

которого не может быть раскрашен в 4 цвета?
Можно ли доказать упомянутые выше свойства раскрасок колец без
использования компьютера?
Существует ли кольцо Z[α, β, . . . ] ⊂ C, на 5-раскраски которого
накладываются аналогичные ограничения?
Существует ли в R2 6-хроматический дистанционный граф нечетных
расстояний? (M. Heule, Sept. 2021, $500).
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Конец

Спасибо за внимание!
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